Universidad de Jaén
Departamento de Matematicas
(Area de Algebra)

Inversa generalizada. Aplicaciones.

0.- INTRODUCCION.

En esta practica vamos a revisar los conceptos de matrices de rango pleno a
derecha o izquierda. Calcularemos las inversas laterales cuando existan y la inversa
generalizada de Moore-Penrose. Ademéas usaremos lo anterior para calcular las
soluciones minimo-cuadraticas y las soluciones minimo cuadraticas de norma minima
de un sistema incompatible. Otra aplicacion que veremos sera el calculo de la curva que
mejor aproxima los datos de una tabla estadistica por minimos cuadrados.

Para toda esta practica necesitamos usar el programa, visto en el primer
cuatrimestre, que nos calcula el rango de una matriz:

In[1]:= rango[A_]:=Module[{n,m,s,rg},
n=Dimensions[A][[1]];
m=Dimensions[A][[2]];
k=Min[n,m];
If[n==m && Det[A]!=0,rg=k,
For[i=k, i>=1,i--,s=Minors[A,i];
If[s!=Table[0,{j1,Dimensions[s][[1]]}.
{j2,Dimensions[s][[2]]}].rg=i;Break[]]]];
Print[rg]]

iOJO!, cada vez que trabajemos con esta practica tendremos que ejecutar
previamente el programa anterior.

En las Gltimas versiones de matematica ya existe una orden que nos hace lo
anterior, la orden MatrixRank[matriz] que nos devuelve el rango de matriz. Por tanto,
es posible usar este nuevo comando, evitando asi que se nos olvide cargar el
procedimiento anterior.

1. RANGO PLENO POR FILAS O POR COLUMNAS. MATRICES INVERSAS
LATERALES.

Dada una matriz de orden m x n
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Se dice que A es de rango pleno por filas si rg(A)= m, esto es, el rango de A es
igual al numero de filas(C(A) = R™). Analogamente se dice que A es de rango pleno
por columnas si rg(A) = n (F(A) = R"). Para una matriz cuadrada son equivalentes ser
de rango pleno por filas, ser de rango pleno por columnas y ser regular.

Dada una matriz A € Mm«n(R), una inversa a derecha de A es una matriz B
Mnxm(R) de forma que AB = I,. De forma similar, una inversa a la izquierda de A es

una matriz C € Mnm(R) tal que CA = I,.

Proposicion
Dada una matriz A € Mm«(R), se verifica:

1. Atiene inversa a izquierda << A es de rango pleno por columnas.
2. Atiene inversa a derecha < A es de rango pleno por filas.

Teorema
Dada una matriz A € Mm«(R), se verifica:

1. Si A es de rango pleno por filas, entonces una inversa a derecha de A es
AR = A(AAY

2. Si A es de rango pleno por columnas, entonces una inversa a izquierda de A
es A= (A'A)AL

2. INVERSA GENERALIZADA DE MOORE-PENROSE.

Dada una matriz A € Mmn«n(R), una inversa generalizada de Moore-Penrose

de A es una matriz X de orden n x m de forma que:
1. AXA=A.
2. XAX =X.
3. AXy XA son simétricas.

Proposicion
Para cada matriz A, si existe inversa de Moore-Penrose de A, esta es Unica. A tal
matriz se le nota por A",

Observar que si A es regular, entonces A*= A™, si A es de rango pleno por filas,
entonces A* = ARy si A es de rango pleno por columnas, entonces A* = A",

Dada una matriz A de orden m x n, llamaremos factorizacion de rango pleno
de A a cada descomposicion de A en producto de una matriz E de rango pleno por
columnas y una matriz F de rango pleno por filas. Toda matriz posee una factorizacién
de rango pleno, A = EF.
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Teorema
Toda matriz A € Mm«(R), tiene inversa generalizada de Moore-Penrose,

A" =FE"
donde A = EF es una factorizacion de rango pleno.

Ejemplo 12.1 Calcular la inversa generalizada de la siguiente matriz:

|(2020\|

A=|1 121
L—l 3 2 SJ
Insertamos la matriz A y calculamos su rango:
In[2]:= A={{2,0,2,0},{1,1,2,1},{-1,3,2,3}};
In[3]:= rango[A] (0 MatrixRank[A])

Out[3]:=2
Por tanto no es regular, ni de rango pleno por filas, ni de rango pleno por columnas.
Vamos a calcular la inversa de Moore-Penrose.

In[4]:= n=Dimensions[A][[1]];
m=Dimensions[A][[2]];
B=IdentityMatrix[n];
c=Transpose[Join[Transpose[A],B]];
h=RowReduce]c]

Out[4]:=
3 -1
10100 , —
0111011
4 4
00001_—31
2 2

In[5]:= Q=Inverse[Table[h[[i,j]].{i,1,n},{j,m+1,m+n}]];
Out[5]:=

|f2 01\|

1 10
L—13OJ

In[3]:= e= Table[Q[[i,j]].{i,1,n},{j,1,2}];
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f=Table[h[[i j]]{i,1,2}.{j,1, m}];
fR=Transpose[f].Inverse[f. Transpose[f]];
eL.=Inverse[Transpose[e].e]. Transpose[e];

fR.eL
Out[3]:=

11 -

5 10 10

3 1 9

70 70 70

1 4 1

70 35 35

-3 1 9

70 70 70

Si agrupamos todo lo anterior podemos crear un programa que nos calcule la inversa
generalizada de cualquier matriz.

In[4]:= invgen[A_]:=Module[{rg,n,m,k,B,c,h,Q,e,f,fR,eL,ig},
n=Dimensions[A][[1]];
m=Dimensions[A][[2]];
k=Min[n,m];

If[n==m && Det[A]!=0,rg=k,

For[i=k, i>=1,i--,s=Minors[A,i];
If[s!=Table[0,{j1,Dimensions[s][[1]]},

{j2,Dimensions[s][[2]]}].rg=i;Break[]]]];

B=IdentityMatrix[n];

c=Transpose[Join[Transpose[A],B]];

h=RowReduce|c];

Q=Inverse[Table[h[[i,j]].{i,1,n},{j,m+1,m+n}]];

e= Table[Q[[i,j]].{i.1,n}.{j,1.,rg}];

f=Table[h[[i,j]1 {i.1,rg}.{j,1,m}];

fR=Transpose[f].Inverse[f. Transpose[f]];

eL=Inverse[Transpose[e].e]. Transpose[e];

ig=fR.eL;

Print[""El rango de A es ", rg];

Print["'La factorizacion de rango pleno de A es "',

AM="re " " 1]
Print[""La inversa generalizada de A es ™, ig] ]

In[5]:= invgen[A]
Out[5]:= El rango de A es 2

La factorizacion de rango pleno de A es
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(’2 0 2 o} ) (2 o} Lo 1o
L1121J_L11J.(0111)

-1 3 2 3 -1 3

La inversa generalizada de A es

11 -
5 10 10
3 1 9
70 70 70
4 1
70 35 35
S 1 9
70 70 70

3. SISTEMAS DE ECUACIONES. MINIMOS CUADRADOS.
Dado un sistema de ecuaciones lineales:

( a11X1+"‘+a1an = bl
Ay X+ -+ X, = b,

[amlxl+"'+amnxn = bm

y su expresion matricial: AX = B, donde A es la matriz de coeficientes, X la matriz
incognita y B la matriz de términos independientes. Puesto que C(A) = {AX / x € 0"},
el sistema serd compatible si, y solo si, B € C(A). A menudo cuando el sistema es
incompatible (B ¢ C(A)) interesa buscar un valor de X que aproxime la solucion.
Llamaremos solucién minimo-cuadratica del sistema a cada vector x de R" haciendo
minima la norma ||Ax — B||. En el caso de que el sistema sea compatible las soluciones
minimo cuadraticas no son otras que las soluciones del sistema.

Teorema

Las soluciones minimo-cuadraticas del sistema AX = B, coinciden con las
soluciones del sistema A'AX = A'B, que es compatible. Si A es de rango pleno por
columnas, existe una Gnica solucién minimo-cuadratica dada por X = A"B.

Como hemos visto, un sistema puede tener multiples soluciones minimo-
cuadraticas y nos planteamos ahora cual de ellas es Optima en algin sentido.
Comencemos con un sistema compatible indeterminado, determinando la solucién de
menor norma.

Lema
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Dado un sistema de ecuaciones lineales AX = B con S de rango pleno por filas,
el sistema es compatible y la solucién de norma minima viene dada por X = ARB.

Teorema
Dado un sistema de ecuaciones lineales AX = B (compatible o incompatible), la
solucion minimo-cuadratica de norma minima viene dada por X = A'B.

Ejemplo 12.2 Calcular la solucién minimo-cuadratica de norma minima del sistema

{x +2y =3
X+ 2y =4
SOLUCION:
In[1]:= A={{1,2}{1,2}};

b={3,4};

In[2]:= invgen[A]

Out[2]:=Elrangode Aes 1
La factorizacion de rango pleno de A es

2a)=la

La inversa generalizada de A es

(1 1)
|70 10|

5 &)

In[3]:= 1G={{1/10,1/10},{1/5,1/5}};
IG.b

7
Out[3]:= 0 5

4. PROBLEMAS DE MINIMOS CUADRADOS.

Nos planteamos el siguiente problema en el que partimos de datos empiricos de
una variable y a partir de otra x

X
ylvilylys| « [
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y queremos encontrar una funcién polinémica y = p(x) de grado prefijado que aproxime
estos datos. Como sabemos existe un tnico polinomio de grado n — 1, de forma que para
cadai =1, 2,...,, nse tiene p(X;) = Vi, que se calcula por interpolacion de Lagrange. Si lo
que buscamos es un polinomio de grado menor, podemos recurrir a la aproximacion por
minimos cuadrados.

Si consideramos un polinomio de grado 1 (es decir una recta) y = ax+b, se trata
de determinar a 'y b de forma que la norma |ly — (ax+b)|| sea minima, o lo que es igual,

n
que sea minima la suma de cuadrados Z(yi — (ax, —b))*. Este problema se reduce a
i=1
determinar la solucion minimo-cuadrética del sistema
[ax, + b =y,

ax, +b =y,
en las incAgnitas a y b. La expresion matricial de este sistema es
(Xl 1) (yl\
IXZ 1 a] B Iyz I
kf ‘\b) kJ
X, 1 Yn
si denotamos por A a la matriz de coeficientes, la solucidn vendra dada por
o
a Y2
= A2
(bj A L s J
Yn

En general, si se desea aproximar los datos por una funcién polinébmica de grado
k<n-1:
y = axk +..+ aix + a
se obtiene el sistema
[a XK+ vax, + a, = v,
J aXs+-4ax, +a, = Y,

takxﬁ'i_""i'alxn + 4, = Yy
en las incognitas ao,as,...,ak. Este sistema se expresa matricialmente

|(x'1‘ X2 1Ya)  (vq)

Xz X X 1P Vs

Lz KRR sa1J LJ
X oox2 x, 1Aag Y

La matriz de coeficientes A de orden n x (k+1) es de rango pleno por columnas, con la
hipotesis de que k+1 de los x; sean distintos entre si. Asi pues el sistema tiene una Unica
solucion minima-cuadratica que se obtiene por:

x
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[
A
Lal Atyrm
a0 yn

Ejemplo 12.3
Dados los datos
x [0 ] 1] 2|
ylol2]s]
calcular la recta que mejor aproxima estos datos por minimos cuadrados.

Consideramos la recta y = ax + b, evaluando los datos que tenemos se tiene el
sistema:

b=0
ath=2
2a+b=5
luego la matriz Ay el vector b seréan:
In[4]:= A={{0,1}{1,1},{2,1}};
b={0,2,5};
In[5]:=AL=Inverse[ Transpose[A].A]. Transpose[A];
AL.b
5 -1
Out[s]:= {5 . E}
5 1
Por tanto, la recta buscadaes y = > X - 6
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